Funcidn signo

Sea la funcién sign: R — {—1,0,1} definida asi:

-1, x<0
sign(x) =4 0, x=0
1, x>0

Una aproximacién mediante una funcién continuamente diferenciable es:

sign(x) = T&im tanh(nx)

Obviamente la convergencia aqui no es uniforme, sélo puntual.
Funcion delta
Sea la funcién 6: R — {0,1} definida asi:

x#0
x=0

0,
5 ={}
§(x) =1 —sign?(x)
Ejemplo

Sea la funcién sign.: R — {—o0, 0, + o} definida asi:

—00, x <0
signe(x) =4 0, x=0
+00, x>0
e (6) = =
Signe(x) = 50

Funcion valor absoluto
Sealafuncién | |:R - R* U {0} definida asi:

|x|_{_x' x <0
X, x=0

|x| = xsign(x)
Funciones minimo y maximo
Sea la funcién min: R? — R definida asi:

X, x<y

1-sign(x— 1+sign(x—
gz( y)x+ gn(x—y)

En la expresion 2

y, la discontinuidad en x = y es removible. Asi se obtiene:



(x+y)—Ix—yl

min(x,y) =

2
Luego, la funcién max: R? — R se define asi:
_ (x, x=2y
max(x,y) = (x +y) —min(x,y) = W
z = min(x,y) z = max(x,y)

Relacidn de pertenencia con respecto a un intervalo cerrado

Sea la funcién f: {(u,v) € R?|u # v} X R - {0,1} definida asi:

0,
flan () = {1, x € [a, b]
fiap) (%) = sign(sign(x — a) — sign(x — b))
Operaciones sobre intervalos cerrados

Interseccion

Sea la funcién f: {(u,v) € R?|u # v}?> X R - {0,1} definida asi:

0,
fiapintea1 () = {1, x € [a,b] N [c,d]

fiapinic.al®) = fiap] () fica)(x)
Diferencia

Sea la funcién f: {(u,v) € R?|u # v}?> X R - {0,1} definida asi:
fianttea® = {7
[abl=ledl/ = q, [ b] [ d]

fiapl-1c,a] %) = flap(X) (1 f[cd](x))



Diferencia simétrica
Sea la funcién f: {(u,v) € R?|u # v}?> X R - {0,1} definida asi:

_ (0, x & [a, b]A[c, d]
flasnsiea®) = {1, x € [a, b]A[c. d]

fiapiaed) ) = | fiapn () —fica )|
Unidn

Sea la funcién f: {(u,v) € R?|u # v}?> X R - {0,1} definida asi:

famvea® =1, ¥ E o plofed
fiaploica1®) = fiapaiea1(*) + fiapinfca) ()
Si[a,b] N [c,d] = @, entonces:
frap1uiea1™®) = flap1 C)+fic.a) (%)
Identidades de De Morgan

e 1— flaplnical = 1 — flapinical
o 1~ fiapiea) = (1= fiap)) (X = ficar)

Producto cartesiano
Sea la funcién f: {(u,v) € R?|u # v}?> X R? - {0,1} definida asi:

(0,  (x,¥) &la,b] x[cd]
fiapx[c,a](%Y) = {1’ () € [a,b] X [c,d]

frapixic.a1 6 ¥) = fiap1 ) fiea) (V)
Relacidn de pertenencia con respecto a intervalos abiertos y semiabiertos
1) Sealafuncién f: R X R — {0,1} definida asi:

X & ]—oo,b]
X € |—o0,b]

oo = {

fieopy () = lim_fiqp)(x) = sign(1 = sign(x — b))

2) Sealafuncion f: R X R — {0,1} definida asi:

flareol () = {1



f]a,+00[(x) =1- f]—oo,a](x)
3) Seala funcién f: {(u,v) € R?|u # v} X R - {0,1} definida asi:

_ (0, x ¢ |a, b]
fran () = {1, x € ]a, b]
Fras1 ) = (1= fizeoa) () fi-eop (6)

4) Sealafuncion f: R X R — {0,1} definida asi:
0,
flarel@ = {]

flaeof(X) = lim_fiqp(x) = sign(1 + sign(x — a))
5) Sea lafuncién f: R X R — {0,1} definida asi:

X & ]—oo,b[
X € |—o0,b[

0,
firon @ = {7
f]—OO,b[(x) =1- f[b,+oo[(x)
6) Sea lafuncién f: {(u,v) € R?|u # v} X R - {0,1} definida asi:

_ (0, x & [a,b[
f[a,b[(x) - {1’ x € [a,b[
fiapl @) = fia ool @) (1= fip ool ()

7) Seala funcién f: {(u,v) € R?|u # v} X R - {0,1} definida asi:
0,
fiam @ =1{]

fiant @) = (1= fizena1 ) (1= fip 4ol ()
Ejemplo
8X) = fier,01 (X fio eol ()
Ejemplo
Seaa € R™, luego:

fl-aa[(x) =1- sign(l — sign(a — |x|))



Sean b € R* y los vértices del tridngulo is6sceles (de interseccion con el eje y: (0, b), y de intersecciones con el
eje x:(—a,0)y (a,0). Es decir, los vértices estan dados por los puntos:(0, b) y (sign(x)a, 0). Se define la
funcién f: R — [0, b]asi:

|x]

f(x)=b (1 - 7>f]—a,a[(x)

Ejemplo

Seaa € R™, luego:

Fi-aap o) = 1= sign (2 = (sign(a — |x]) + sign(a - [y])))

Sean b € R" y los vértices de la pirdmide recta de base cuadrada (de interseccién con el eje z: (0,0,b) y de
intersecciones con el plano xy: (a,a), (—a,a), (—a,a) y (a, —a)).



(-, T {a,a)
II
Llyl<x<a
I I IL x| <y<a
IE: |y| < —x < a
v IV:|x| < —y<a
(@, la,-a)

Es decir, los vértices de cada cara triangular estan dados por:
A =(0,0,b), B = (sign(x)a, sign(y)a,0), € = (=sign(x)sign(ly| — |xDa, sign(y)sign(|ly| — |x|)a, —b)

Sea H = (x,y,z) un punto cualquiera sobre estas caras, entonces la ecuacién del plano de cada una de ellas es
dada por:

(C-A)x(B—-A4) - (H-A4)=0

xy(lyl=|x])

se remueve la discontinuidad en |x| = |y| y se obtiene la
xy(lyl-1xD)

Por consiguiente, empleando el factor

expresion:

Z=b<1_(lx|+|y|)+||x|—|y||>
2a

Finalmente, se define la funcién f: R? — [0, b]asi:

flx,y) = Zf]—a,a[2 (x,y)



Relaciones entre intervalos cerrados
Contenencia
Sea la funcién Fy: {(u, v) € R?|u # v}? - {0,1} definida asi:
Follablle,ap =) (@7 E
1, [a,b] € [c,d]
Fo([a,b],[c,d]) = f[c,d](a)f[c,d] (b)
Igualdad
Sea la funcién F;: {(u, v) € R?|u # v}? - {0,1} definida asi:
Rdablled)={) &
1, [a, b]
Fi(la, b, [c,d]) = Fy([a, b], [c,dDFo([c, d], [a, b])

También,

Fi([a,b],[c,d]) =6(a—c)§(b—d)+ 6(a—d)6(b —c)
Disyuncion

Sea la funcién F,: {(u, v) € R?|u # v}? — {0,1} definida asi:

Rlablled)={ &N Ea

Fy(la, 5], [e,d]) = (1 = fiea@) (1= frea)®) (1 = fiap1(©))

Intersecantes
Sea la funcién Fs: {(u, v) € R?|u # v}? - {0,1} definida asi:

_ {0, ([a, bl n[c,d] = @) Vv ([a,b] € [c,d]) V ([c,d] € [a, b])
Fs(la, bl le.d]) = {1, ([, b] N [c.d] # ®) A ([a,b] € [c,d]) A ([c,d] € [a, b])

F3([a' b]' [C' d]) = (1 - Fz([a, b], [C, d]))(l - Fo([a, b]r [C, d]))(l - FO([C' d]' [ar b]))

También,

Fs(la,b),[e,d]) = (1 = fiea) (@) fiear () + fiea(@) (1= fiea)(0))

Ejemplo

Sea la funcién F: {(u, v) € R?|u # v}? - {—1,0,1} definida asi:



-1, si hay contenencia
F([a,b],[c,d]) =% O, si son disyuntos
1, si son intersecantes

F(la,b],[c,d]) = Fo([a, b], [c,d]) + 2F,([a, b], [c,d]) + 3F3([a, b], [c,d]) — 2



